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EJERCICIO 1

Cuestion 1 Determina los valores de o, 3 € QQ para que los vectores:
171 = (133343 .3)1 62 = (l,a,a,O), 63 = (—1,0,0,ﬁ)

sean linealmente dependientes. Encuentra una relacion de dependencia entre ellos y las ecuaciones im-
plicitas y paramétricas del subespacio que generan.
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EJERCICIO 1 - SOLUCION

Por la caracterizacion de sistemas ligados, sabemos que deben existir z,y, z € @@, no todos nulos, tales
que

z(1,3,4,8) + y(1,a,a,0) + 2(—-1, 2,0, 8) = (0,0,0,0)

es decir, el sistema homogéneo:
z+ y— =z= 0
J3z+ ay+ az= 0
4x+ oy = 0
Bx+ Bz= 0

debe tener soluciones no triviales. Vamos a encontrar una matriz escalonada asociada:

1 1 -1 Fy —3F; 1 1 -1 1 1 -1
3 « o F3 —4F; ) 0 a—3 a+3 F2—Fa\ 0 1l a-1
4 o 0 Fi — BF, 0 a—4 4 0 a—4 4
8 0 B 0 -3 23 0 -8 283
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1 1 -1
Fy+(4—-a)Fy | 0 1 a—1
"1 0 0 —a?+5a

Fy+ BF
4+ AP 0 0 Bla+l)

Para que tenga soluciones no triviales debe verificarse que:

—a?+5a=0 ,
-B(a+1)=0}—>a=0yﬂ=0 ) a=5y03=0

En estos casos la matriz escalonada seria:

Fi-F, (10 -a
’ 0 1 a-1

y obtenemos que:
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Para o = 0 se tiene que

=10
y=46 »V6eQ
z=290

Por lo que una relacién entre ellos vendria dada por:

Ty +73 =0
Sia=>5,
T =250
y=—-46 }V6eQ
z2=20

y una relacién seria:
57 — 40, + 13 =0
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Para a = 0 el subespacio esta generado por los dos primeros vectores, obteniendo las ecuaciones paramé-
tricas siguientes:

T = A1+ A2

(2,,2,%) = M(L,3,4,0) + X2(1,0,0,0) » ¥ = 3N
Z—4A1
t=0

1 1
De la ecuacién segunda obtenemos que A\; = ~y y de la ecuacién primera que Ay = & — 3¥; sustituyendo

en las ecuaciones tercera y cuarta se obtienen las dos ecuaciones implicitas necesarias:

dy —3z=0
t=20

Del mismo modo, para « = 5 eliminamos el vector 72 ya que es combinacién lineal de los demaés

T=A1— A2
(@3, %:8) = Ai(1,3,4,0) + Ao(=1,5,0,0) > ¥ = 51+ 5%
Z = 4A1
t=0
.. 1 ) ) 1 .
De la ecuacién tercera obtenemos que A\; = 12y de la ecuacién primera que Ay = —z + 1% sustituyendo

en las ecuaciones segunda y cuarta se obtienen las dos ecuaciones implicitas necesarias:

or +y—2z2=0
t=20
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EJERCICIO 2

Ejercicio 1 Haga los pasos siguientes:

Sistema (1) (2) Ecuaciones (3) Ecuaciones
& Base & . = . .
generador (6) (5) paramétricas @) implicitas

con el subespacio de R’
Uu={((1,1,1,1,1),(2,-1,2,-3,1),(3,0,3,-3,1),(1,1,1,0,0))

obteniendo de esta forma las distintas descripciones de U

1. Encontrar una base de U.
2. Obtener unas ecuaciones paramétricas del subespacio U.
3. Obtener unas ecuaciones implicitas de U
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EJERCICIO 2 - SOLUCION

1. Encontrar una base de U. SOLUCION:Sistema generador —(-ll) Base

Cada vector se coloca como fila de una matriz, y se pasa a una matriz escalonada. Las filas no nulas de la matriz
escalonada constituyen una base del subespacio:

K —-2F
1 11 11\ BB-3F /1 11 1 1 1 11 1 1
2 -1 2 -3 1 Fy—2F, 0 -3 0 -5 -1 F5—F, 0 -3 0 -5 -1
3 03 -3 1| 710 -3 0 -6 -2 |~ 710 00 -1 -1
1 11 00 0 00 -1 -1 0 00 -1 -1

1 1 1 1 1
F.—F 0 -3 0 -5 -1
0O 00 -1 -1
0O 00 0 O
Se elimina la dltima fila, que es nula y se obtiene la base siguiente:

% =1{(1,1,1,1,1),(0,—3,0,-5,~1),(0,0,0,1,1)}
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2. Obtener unas ecuaciones paramétricas del subespacio U.

"\

(2 . .
Base — Ecuaciones paramétricas

Se escribe un elemento genérico como combinacidén lineal de la base y se obtienen las ecuaciones:
(x1,x2,x3,x4,x5) = 1 (1,1,1,1,1) + a2(0,—-3,0,—-5,—1) + «3(0,0,0,1,1)

y unas ecuaciones paramétricas son:

X =
132:(11—3(12
{ B3=aq

X3=a;—5a+u
Xs=Q)— 0+ 03
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3. Obtener unas ecuaciones implicitas de U

Se eliminan los pardmetros hasta obtener un sistema homogéneo:

(

X1 =0
x2=a1—3a2
< X3 =0

X4 =01 —S5S+ a3
Xs =01 — 02+ 03

\

De la ecuacién primera obtenemos
o) =X

de la segunda
1 1 1 1

a2=§a1—§x2=§x1—§x2
y de la quinta:
o3 =X5— 0] +0) =X5—X lx+lx— ‘lx+lx+x
3 = X5 1 2=Xs =X — X X = T3kt 3 XS

llevando estos resultados a las ecuaciones 3 y 4, que son las que no hemos utilizado atin, obtendremos 2 ecuaciones
implicitas de U:

X3 =X x1—x3=0
5 5 4 1 — 4
X4=01 -5 +a3=x — §x1+§x2— §x1+§x2+x5 §x1 — 204+ x4—x5=0
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EJERCICIO 3

12. En el espacio vectorial R' se consideran los subespacios F; v FE, generados
por los vectores (1,1,1,1) y (1,-1,1.-1) para F, .,y (1,2,0,1), (1,2,1,2) y (3.1,3,1) para
E, .

Hallar las dimensiones del subespacio interseccion y del subespacio suma.



N Universidad : . : :
%2 BEN Rk AULEN Ejercicios de Espacios vectoriales
Al UFV Madrid

Escuela de Ingenieria Informatica

Algebra Lineal — 1¢" Curso

EJERCICIO 3 - SOLUCION

Observamos que dim FE, = 2 va que (1.1.1.1). (1.-1.1.-1) son independientes.
| ] ] | |

Veamos cual es el subespacio Ey N FE,; : si ve EyNE,;, entonces

v=A(11,1,1)4 A (1,-1,1,-1) =
= pu1(1,2,0,1) 4+ pa(1,2,1,2) 4 p3(3,1,3,1)

es decir,
A+ Az = py + pa + 3ps )
A1 — Ay = 2uy + 2y + p3
A1+ Ay = py + 3ps
A1 — Ay = py + 2py + p3

py = 0
= 20 = 3uy + Ay
2\, — g + 23

por lo que. dando valores cualesquiera a los escalares pus. pu3 . obtendremos los vectores
de E,N E,,y puesto que hay dos parametros libres dimFE, N E, = 2
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Por ejemplo, para py; = —1, uz = 1, se tiene
wy = (3,1,3,1)-(1,2,1,2) = (2,-1,2,-1) e E5, N E,
para p = puz = 1

wy = (1.2,1.2)+ (3.1.3.1) = (4.3.4.3) € E; N E;
observamos que w; y wjy; son independientes por lo que dim Ey N Ey > 2 y puesto

que
EynNE, CFE, h 4 dim =2

se tiene que Fy\NFEy, = Ky v damE,NE, = 2.

Sabemos que dim (Ey+FEy) = dim Fy+dim Ey—dim (EyNEy) , luvego dim(E\+FE,) =
dim F, .

Tenemos que F, 4+ Fy = F, . pues Iy C Iy 4+ F5 v tienen la misma dimension).
] - - ) - l -
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EJERCICIO 4

10. Sean A = {ay.ay,asz}.B = {b;.b,.bs} dos bases del espacio vectorial R” relacionadas
mediante:

a = bl — 31)2 + ”).5
az; = by + b
az = by + by + b3

a) Hallar la matriz que transforma las coordenadas de los vectores de la base B a la
A.

b) Sea C' = {¢;,¢;, ¢35} una nueva base cuyas coordenadas respecto de B son:

c; = by — by + b
Cy = —b] +b_)
by — by

C3

Hallar la matriz de transformacion de Ba Cyde Aa C,
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EJERCICIO 4 - SOLUCION

a) Recordemos que la matriz S de pasode A a B esla matriz cuadrada cuyas colum-
nas son las coordenadas de los vectores de A expresados en la base B . Luego:

1 0 1
S=1-3 1 1 matriz de paso de A a B
4 1 1

y esta matriz es tal que si componemos dicha matriz con un vector columna cuyos
componentes son las coordenadas de un vector de R” en la base A, el resultado es
el mismo vector (vector columna) cuyos componentes son las coordenadas del vector,
pero expresado en la base B .

Obviamente, la matriz de paso de B a A sera

, 0 —1 1
S1=—1-7 3 4
: 7 —1

(obsérvese que necesitamos la expresion de los vectores de la base B en funcion de la
base A, por lo que tenemos que invertir el sistema dado).
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b) Analogamente, la matriz de paso de ("a B es

1 -1 0
T =1 -1 1 1
0 -1
luego. la matriz de paso de B a (' es
1 1 1
‘=10 11
I 1 0
y si componemos las matrices Sy 7!
2 2 3
T 'S = 1 2 2
-2 1 2

nos proporciona, obviamente, la matriz de pasode Aa (.



N\ Universidad

) . o - . : : Escuela de Ingenieria Informatica
///\\\/// Er':a\r}clz\lﬂz%?igeV|torla Ejercicios de Espacios vectoriales Algebra Lineal — 19" Curso
EJERCICIO 5
(0) (1) (2\/3\’ /xl\
1{{o||-1]]0 X, X —X, —X, =0
En el espacio vectorial R consideramos S=L<[ 1,0 1 [,| 2]}y T =3 X, eR’:4 X, +X,—X. =0p.
of|1][o0[]1 X, X, —X, —X, =0
\1)0)(0)\1)] \Xs ) J
a) Hallar las ecuaciones implicitas de S.
b) Hallar una base de T
c) Halla, si es posible, una base de SNT.
d) Hallar una base de S+T
e) Razonar si S+T es suma directa. Razonar si Sy T son suplementarios y en

caso de no serlo, hallar un suplementario de S.
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EJERCICIO 5 - SOLUCION

a) Hallar las ecuaciones implicitas de S.
Primero buscamos, a partir del sistema de generadores de S dado, una base de S:

'(1\ (0) [ 0)
1 0 01 0) (1 0 01 0) (100 1 0 oll1 !l o
01101_’01101_’01101:35=4001:2’
2 -1 100 0 -1 1 -2 0 0 0 2 21 1ol =
3 0211 (00 2-21) 002 21,
\0/\1)\ 1)
\
X, 0| |1 0
Luego las ecuaciones paramétricas de S seran: | X, (=@ 0|+b|1|+c| 2 |yeliminando los parimetros a, b, c
X, 1 0| |-2
\%s 0) 1) 1l
obtendremos las ecuaciones implicitas de S:
(10 o|]x) (10 of x ) (100 X )
0 1 0}x 0 1 0| Xx 0 10 X,
X +X —-X —-X,=0
01 2|x,(—>(0 0 2|X,-X,(—>|0 0 2 X, — X, =
X, +X,—2X, =0
1 0 -2/x, 0 0 -2|x,—Xx 0 0 0 x,-x +X,—X,
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b) Hallar una base de T: para ello resolvemos el sistema homogéneo dado por las ecuaciones implicitas de T,

x =a+2b (1) (2)
(x -x,-x,=0 (1 0 -1 -1 0l0) |x =a-b 1|]-1
X, +X,-X=0=>|0 1 0 1 -10|=>{x =a+b=>B =4[1[,[1|;
X, =X, —X% =0 0 0 1 [-1f |- O) x,=b 0|1

| % =a \1){0)]

c¢) Hallar, si es posible, una base de SNT: para ello resolvemos el sistema homogéneo dado por las ecs. implicitas de T y de S,

x, +% -%x,-x,=0 (1 0 -1 -1 0fo) (1 0 -1 -1 ofo) (1 0 -1 -1 0o
X, + X —2x. =0 01 0 1 -1f0 01 0 1 -10 01 0 1 -lo
{ x-x-%x,=0 ={00 1 -1 -1j0|=>f0 0 1 -1 -10{—>|0 0 1 -1 -Ijo
X, +X,—X, =0 11 -1 -1 0/o] |01 0 o0 ofo] [oo0o o -1 [1fo
| X —X,—X,=0 o1 1 0 =20, (00 1T -1 -10) {00 0 0 0|0
(x =3a (3)
X, =0 0
=X, =2a=>B. ,=1|2/;
X,=a 1
| X =a \1J)
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d) Hallar una base de S+T: como S+T=L{Bs U By} buscamos, a partir del sistema de generadores Bs U By de S+T, una base
de S+T:

1 0 0 1 0 (1 0 01 0 (10010 (100 1 0)
0110 1] (01 1 0 1| |011 0 1| |011 0 1
0 0 2 -2 1[0 0 2 2 1|>/00 2 =2 1|>/00 2 21
1 1 1 0 1 0 1 1 -1 1 000 -10 000 -10
2 -11 10 (0-11-10 (002-11) (000 1 0
Vl\(O\(O\(OV
ol|1](|0]|0
=B..=3/0l[1[|2[lo]t
1lo]]|-2]]1
\0)(1){1)\0)]
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e) Razonar si S+T es suma directa: NO es suma directa ya que S N T no es el s.v. trivial cero, es decir, S N T = {(0,0,0,0,0)}.
Razonar si S y T son suplementarios, y en caso de no serlo hallar un suplementario de S.
S y T NO son suplementarios, ya que no son suma directa. Para obtener un suplementario se S extendemos la

base de S, obtenida en el apartado a), a una base de R’ , ¥ los vectores afiadidos seran una base de un suplementario de S.

(1Y (0 (0)] (1Y) 0)(0)(0) ((0) (0)]
0|1 0 0|1 0 00 0|0
Bs=<0,1,2>:>BRS=JO,1,2,0,0>:>SupdeS=L<O,0$
11102 1(101-=2[[11]]0 1110
\0)\1) 1) \0J\1) 1) 0)\1)] \0)\1)]

Comprobar la formula de la dimensién de la suma: dimS=3, dimT=2, dim(S+T)=4 y dimSNT =1, por tanto,
dim(S+T)=dimS+dimT-dimSNT
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EJERCICIO 6

1.2 Sea U = {(z,y,2) € R°® | z+y—2 =0, £ — 2y = 0} subespacio vecto-
rial de R3, referido a la base candnica. Calcular las ecuaciones de U con respecto a la base
B = {(1,0,1), (1,1,0), (0,1,1)}.
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EJERCICIO 6 - SOLUCION

Lo podemos hacer de dos formas. Una seria obtener una base del subespacio referida a la
base candnica y mediante el cambio de base obtener la nueva base del subespacio referida a
la base dada y a partir de ellos obtener las ecuaciones implicitas que ya estaran referidas a la
nueva base, veamoslo

T + —z =0
. —Zyy I }#Bu={(2,1,3)}c

este vector base de U estéa referido a la base candnica, veamos su expresion en la nueva base B,

(2,1,3) = 2(1,0,1) + y(1,1,0) + 2(0,1,1)

2 =z 4y x = 2

1 = y +z )=y = 0.

3 =« +2z z = 1

Ahora obtenemos las ecuaciones implicitas,

2 2 2 T

Fs31(—3) y =0
0 v — 0 ‘ 7 oz-lz = 0
1 z 0 z—1ix 2=
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z+y—z=0—(1,1,-1)

1 01 1 0

1 10 1 = 2

011 -1 0
por tanto la nueva ecuacién sera 2y = 0.

rz—2y=0— (1,-2,0)

0 1 1 1

1 0 -2 | =1 -1

1 1 0 —2
por tanto la nueva ecuacién serd z —y — 2z = 0.

Las ecuaciones implicitas referidas a la nueva base son, por tanto

2y = 0
z —y —2z = 0
que aunque tengan una expresion distinta representan las mismas rectricciones para las coor-
denadas de los vectores de dicho subespacio que las obtenidas anteriormente.

O =
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EJERCICIO 7

Hallar el niicleo, el rango y la nulidad de la matriz:
(1 -1 2
0 1 -1
1 2 3
2 -3 5

AN LW O W



/\\\// Universidad c . de E _ al
//\\\/ Er':a\r;?\hzcd?igevnona Jerciclos de espacios vectoriales Algebra Lineal — 1o Curso

Escuela de Ingenieria Informatica

EJERCICIO 7 — El nucleo de A es el conjunto solucion del S|stgmaA CXxX = 0_. I.:’ara
2 resolverlo obtenemos la forma escalonada reducida de la matriz:
SOLUCION
0 1 -1 0 2 3 5 6
P A A DO P E
2 -3 5 6 0 1 -1 0
1 -1 2 3
0O -1 1 O
~>(F2>F2-2-F)y(F3->F3-F)> | o (l-
O 1 -1 0
1 -1 2 3
O -1 1 O
SEGER TR PO B
O -1 1 O
1 -1 2 3
0 -1 1 0
(F4—>F4—F2)y(F3>F3+F2) > |~ o o[~
0O 0 0 O
1 -1 2 3
O 1 -1 0
- (F2 > (-1)-F2) - o o0 o o
0 O 0O O
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Por tanto, el conjunto solucion esta representado por el sistema de
ecuaciones lineales:
{Xl—x2+2x3 +3x4 - O
xz - x3 - O
Tomando como variables libres las que no tienen pivote, es decir,
X3 = S Y x, = t, obtenemos las soluciones del sistema:

x; =—s—3t

X, =S

X3 =S

X, =t
X1 -1 -3
X2 1 0
x| =S 1| o
X4 0 1

Por tanto, el nlcleo de A es el subespacio vectorial de R* generado
por los vectores {(—-1,1,1,0),(—3,0,0,1)} .

La nulidad de A es 2 (dimension de N(A) y el rango es 2, de
acuerdo con la ley de dimensiones:

n = rango(4) + nul(4)
4 =rango(A) + 2 = rango(A) =4 -2 =2



